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1. INTRODUCTION 
Le probleme dont nous traitons ici peut Ctre considere sous plusieurs 
aspects: soit F un groupe libre de rang n et de generateurs libres x1 ... X, , 
et w(xr ,..., XJ un Clement de F; soit vu1 ... v, n elements de F lies par la 
relation w(vl ,..., vn) = 1 oh w(vI ,..., VJ est 1’ClCment de F obtenu en 
substituant les vi aux xi dans w(xr ,..., x,): quel est dans ces conditions le 
rang du sous-groupe G de F engendre par v1 *.. v, ? 
On peut Cgalement considerer w(xr ,..., xn) comme une @&on dans le 
groupe F dont les “inconnues” sont x1 . . X, et or . . v, comme une solution par- 
ticuliere de cette equation; le rang de cette solution qui est par definition le 
rang du sous-groupe G apparait alors comme le nombre de “parametres 
independants” dont elle depend. Le rang des solutions &ant manifestement 
major-6 par celui de F, qui est n, la question se pose de determiner pour une 
equation don&e le maximum des rangs des solutions ou rang maximum. 
Ce probleme a recu une reponse dans quelques cas particuliers [4], [7], [8]. 
En ce qui concerne les equations quadratiques R. C. Lyndon, [3] montre, 
grace a des methodes generales, l’existence d’un processus effectif pour 
calculer le rang maximum et pour exhiber une solution de rang 
maximum. 
Pour les equations quadratiques dans le monoi’de libre, des techniques 
developpees par A. Lentin [2], permettent d’obtenir le rang maximum a 
l’aide d’une formule combinatoire simple [2, Theoreme 7.5.41. On peut en 
deduire une formule analogue pour les equations quadratiques dans le groupe 
libre. Le but du present article est d’etablir directement cette formule 
(Resultat principal). 
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2. RAPPELS, DEFINITIONS, RBSULTAT PRINCIPAL 
Gt%ralitb 
Par la suite F designera toujours un meme groupe libre de rang n, de 
gCnCrateurs libres x1 .*. x, et F’ le sous-groupe commutateur de F. Nous 
poserons X = (x1 ... x~}, X-l = {x-l 1.. x;II}, et Y = XUX-1. 
Par lettres nous designerons les elements de Yet par mots ceux du monoi’de 
libre Y* de base Y, c’est a dire les sequences finies de lettres. Nous utiliserons 
un m&me symbole pour representer un Clement de Y et le mot d’une lettre 
Ccrit avec cet Clement. 
La longueur d’un mot w representant la sequence de lettres yr *a* yk est k 
et sera designee par 1 w I. 
Un mot w est quadratique si pour tout x, x E X, la somme des occurrences 
de x et x-l dans w est 2 ou 0. 
Par mot cyclique (w) associe au mot w nous entendons I’ensemble (w) = 
{w’, w’ E Y* ( 3Wl) w2 ) wlwz E Y”, w = wlwa , w’ = w,w,). De facon intuitive 
cette notion signifie que w est “Ccrit sur un cercle” sans distinguer ni debut ni 
fin. 
L’involution sur Y qui a tout Clement y = xI (resp. .z;‘) fait correspondre 
y-l = x;l (resp. .) p 1 g x, se ro on e canoniquement en un antiautomorphisme 
deY*nodf-tf-‘pourtoutmotfdeY*. 
Un mot est rbduit s’il ne contient aucun facteur yy-r oh y E Y. 
Rappelons enfin que tout Clement de F possede un reprtbtant unique 
rbduit dans Y* (voir par exemple [l]). N ous nous autoriserons done desormais 
a operer une confusion sysdmatique entre les elements du groupe libre et 
I’ensemble des mots reduit de Y*, cette confusion n’etant pas generatrice 
d’ambigui’tes dans le contexte qui nous interesse. En particulier le mot vide 
de Y* et I’ClCment neutre de F seront tous deux dCsignCs par 1. 
&ant donne w EF, l’t!quation qu’il definit sera encore designee par w. 
Formellement une solution de l’equation w est un homomorphisme v de F 
dans un autre groupe libre H tel que VW = 1. Nous verrons cependant plus 
loin que I’on peut se limiter a ne considerer qu’une certaine famille d’endo- 
morphisme de F. 
Graphe Co-Initial a tout mot w E Y* nous associons le graphe .Z’, ou, 
selon la terminologie de [5], graphe co-initial de w de la man&e 
suivante: 
Pour tout yl, yz E Y, a chaque occurrence dans le mot cyclique (w) d’un 
facteur de la forme yIy;’ ou (yr~;~)-r, on fait correspondre une a&e 
y1 - yz d’extremites yr et yS . Si ni y ni y-l n’ont d’occurrence dans w alors 
Cu, contient les boucles y 3 et y-l 3. Le nombre de composantes connexes 
de Z;, sera design6 par / Z;, I. Nous definissons enfin l’application p de Y* 
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dans l’ensemble des entiers positifs ou nuls qui g tout w, w E Y* fait 
correspondre p(w) = 1 w l/2 + 1 Z;, 1. 
R&&at Principal. Nous pouvons maintenant tnoncer le: 
TH~ORBME. Soit w un tkment quadratique du groupe libre F le rang maximum 
p(w) des solutions de w est don& par la formule 
p(w) = (p(w) - 1) t 2 
oic + indique la division enti&e. 
La dkmonstration de ce thCor&me rkcessite l’utilisation systkmatique de 
certains gCnCrateurs du groupe d’automorphisme de F ou transformations de 
Nielsen [6]. 
Transformations de Nielsen 
Pour tout couple de lettres yI , yz , y1 # yzl tel que le facteur yIyz ait 
une occurrence dans w on dkfinit les deux automorphismes R, et R, de F par 
et 
R,Y, = Y~Y$ et pour toute lettre y differente de yf’ 
R,Y =Y, 
R,Y, = Y;l Yz et pour toute lettre y differente de yfl 
J&Y =Y, 
R, et R, sont appelkes transformations e’bmentaires rt?guli&es attache’es h w. 
Pour plus de commoditk on notera ces transformations respectivement par 
y1 -+ ylyal et yz + y;‘yz . Pour toute lettre y ayant au moins une occurrence 
dans w on d&nit l’endomorphisme S qui envoie y&l sur 1 et tout autre 
lettre sur elle-mCme. 
S est appelke transformation Umentaire singuli&e attach&e A w. Pour plus 
de commoditk on notera S par y  + 1. Une transformation attache’e & w est un 
endomorphisme T = Tp *.- TI (P > 0) oti chaque Ti est une transformation 
ClCmentaire attach&e B TCel ... T,w. Si chaque Ti est rCguli&re on dira que 
T est rLgul&e; en particulier si chaque Ti est la transformation y ---f y;‘y 
(resp. y + yy;l) oh yi E Y on dksignera T par y + v-ly (resp. y - y+) oti 
vEY*,v =y1”‘yp. 
Ces transformations ont l’avantage de ramener l’ktude des solutions de w 
A celle d’une famille particulibre de solutions, qui sont prkisement les 
transformations T attachkes ?I w telles que Tw = 1, done des endomor- 
phismes de F. C’est ce qu’ktablissent les rksultats ci-aprks dus a Lyndon [3]. 
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LEMME. Pour toute solution de w, c’est a dire pour tout homomorphisme 
9): F -+ H 02 H est un groupe libre et p)(w) = 1; il existe une transformation T 
attachee b w et un homomorphisme z/: F + H tels que Tw = 1 et CJJ = # . T. 
LEMME. Soit w E F, T une transformation attachee h w, la disjonction des 
proprie’tes suivantes (a) w EF’, (b) w quadratique est vraie pour Tw. 
3. LEMMES ET PROPOSITIONS PR~LIMINAIRES 
LEMME 1. Soit w’ un mot quadratique non re’duit, w le mot rdduit obtenu h 
partir de w’ alors p(w) = I. 
Si w’ n’est pas reduit alors il contient au moins un facteur de la forme 
xyy-?z oti x, y, z E Y, on a done dans ,Z’,, les a&es x - y-l, y-l - z-i et 
y 3 ; par suite x, y-l et z-l appartiennent a la m&me composante connexe 
de .ZW, . Soit w” le mot obtenu a partir de w’ en remplacant yy-1 par le mot 
vide. Alors xyy-?z est remplace par XX; comme w’ est quadratique y et y-l 
n’ont plus aucune occurrence dans wn qui est encore quadratique, 1 w” 1 = 
1 w’ 1 - 2. Dans 2&e on a les a&es x - z-l, y 3 et y-i 3, y-l n’appartient 
plus a la composante connexe de x et de 2-l done / &,- 1 = 1 &,J 1 + 1. Par 
suite I = $(I w’ ) - 2) + / 2,~ / + 1 = $1 w’ 1 + / ZW, / = I. 
11 est clair qu’en rCpCtant ce raisonnement un nombre suffisant de fois on 
obtient le resultat cherche. 
LEMME 2. Si w est un mot quadratique chaque composante connexe de Zw 
est un cycle elementaire. 
Soit y E Y une lettre, si y f 1 n’a aucune occurrence dans w, alors par 
definition on a dans Z;, les boucles y 3 et y-l 3. 
Si y a au moins une occurrence dans w, alors le mot cyclique (w) contient 
exactement deux facteurs respectivement de la forme (yzl)*l et (yza)*l avec 
x, ) 2, E Y. 
Par suite dans Z;, il y a exactement deux a&es d’extremite y et le resultat 
s’en deduit trivialement. 
PROPOSITION 1. Soit w un element quadratique de F, alors pour toute 
transformation reguliere T attachee a w p(w) = ,a( Tw). 
En vertu de la definition de T il suffit d’etablir ce resultat lorsque T est 
une transformation reguliere Clementaire. Nous pourrons d’abord supposer 
que / w ) > 2 sinon T ne peut &tre que l’identite et le resultat est trivial. 
Dans ces conditions, w contient au moins deux lettres consecutives yr , yz 
avec yi f y:’ et l’on peut lui appliquer la transformation T: y1 + yry;l. 
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Puisque w est quadratique le mot cyclique (w) contient les facteurs de la forme 
y1y2x, (yp+ et (z2y2)sz avec cl, l 2 = 311, x, x1, z2 E Y. 
Ecartons l’eventualite x = y;’ puisqu’alors Tw = w et que le resultat est 
immediat. Deux cas sont a considerer 
I. ( yiz$ et (z2y2)82 sent distincts. 
Alors ( Tw 1 = 1 w ( et 1 Z, 1 = / Zr, 1. En effet, la derniere hypothese 
faite implique que zi f y2 et z2 # yi (sinon w ne serait pas quadratique). 
Si l’on applique a w la transformation y, +yIy;l, les facteurs y1y2x, (ylzlp 
et (z2y2)F2 sont respectivement remplacts par yg, (yiy$+)‘” et (z2y2)E2. 
Puisque x # y;l et z1 # y2 , T(w) est reduit et ( Tw 1 = 1 w I. Par ailleurs 
les arcs de .& x;’ - yI - yil - z2 et y2 - x-l sont remplaces par 
-1 -1 
3 -Yyz - z2 et y2 - yi - x.-l, en vertu du Lemme 2 il est done clair que 
I~W/=/ZITWI.Parsuite~(Tw)=~ITw(+~ru,=gI~I+~~’==(~). 
II. (ylzl)El et (z2y2)E2 sont confondus. 
Alors/Tw~=/~~-2etjZI~~~=~~~(+l.Eneffetpuisquey,fy~~ 
on a necessairement dans ce cas z, = y2 , z2 = y1 , et pi = c2 , le mot 
cyclique (w) possbde done les deux facteurs yIy2x et (yIy2x’)” avec x’ E Y. 
Si nous effectuons la transformation yi + yry;l ces facteurs sont remplaces 
par ylx et (yi~‘)~l, Tw est reduit, la lettre yg’ n’a plus d’occurrence dans Tw 
done 1 Tw 1 = I w / - 2. Par ailleurs les arcs 
y1 Iy;l et p1 -y2 _ x-1 
sont remplaces par 
Y23 y;l3 et &y-l - y1 - x-1 dans c 
done compte tenu du Lemme 2 / ZrW 1 = ( Z, I + 1. Par suite p( Tw) = 
ii I Tw I + I &w I = I w I - 2 + I & I + 1 = t I w I + I 2, I = p(w). 
PROPOSITION 2. Soit w un &ment de F quadratique, S une transformation 
sing&re e’lkmentaire attachie ir: w alors: 
YP4 = CL(w) + 77 avec 7 E (0, 1,2}. 
Supposons que 1 w 1 > 2 sinon le resultat est immediat. 
Soit une lettre x ayant une occurrence dans w; puisque w est quadratique 
le mot cyclique (w) possede les facteurs de la forme ylxzl et (y2xz2)*1 avec 
y1 , y2 , z, , z2 E Y, et l’on peut lui appliquer la transformation Sx -+ 1. 
Soit w’le mot non reduit obtenu a partir de w en envoyant x sur le mot vide. 
Les facteurs ylxzl et (y2xz2) sont respectivement remplaces par ylzl et 
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(yszs) + 1 dans le mot cyclique (w’) et par suite les arcs y1 - x-1 - ya et 
J+-x - xi1 sont remplaces par yr - x;i, ya - z;‘, x 3 et x-r 3, dans 
.?&,t . Deux cas sont B envisager: 
I. x et x-l n’appartiennent pas a la m&me composante connexe de 
2, . D’aprbs le Lemme 2 il existe un chemin yr - @ - ya d’extremites 
yr et ys et un chemin .s;r - @ - z;i d’extremites z;l et z;l. Dans .Zwr par 
contre yl , y2 , z:l, z2 -r appartiennent au cycle yi - z;i - @ - zil - 
y2 - @ - yr et par suite 
I &or I = I 40 I + 1 (Fig. 1). 
Y/@\Y* 
\,-1’ 
II. x et x-l appartiennent a une m&me composante connexe de &, , 
done Cgalement yr , y2 , z;‘, x;l. 
(a) I1 existe un chemin yi - (Y> - z;’ d’extremites yr et z;l et un 
chemin y2 - @ - z;’ d’extrtmites y2 et .zr;l. Par contre dans &,f on a deux 
cycles distincts y1 - @ - z;i - yr et y2 - @ - y;l - y2 et 1 &u’ 1 = 
I & I + 3 (Fig. 2). 
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(b) 11 existe un chemin yr - @) - .z;r d’extrtmitb yr et zil et un 
chemin ya - @ - z;’ d’extremites ya et z;‘. Dans X,, on aura le cycle 
y1 - @ - z;l - y2 - @ - z;l - y] 
et 1 Z,,,g 1 = 1 Z, 1 + 2 (Fig. 3). 
L x,1 
FIGURE 3 
Pour resumer comme 1 w’ / = j w 1 - 2 dans tous les cas, on a done 
p(w’) = -$( 1 w 1 - 2) + & + y1 avec Q E { 1,2, 3) done 
cL(w’) = 4 I w I + & + 7, 7 E @, 132). 
On achtve en appliquant le Lemme 1 a w’. 
LEMME 4. Soit w un e’lhnent quadratique de F, 1 w 1 > 2, il existe une 
transformation rigulit%e T associt!e h w et les lettres yl, yz, un mot eo, tels que ou 
bien Tw soit de la forme yIy2wly16y;1 avec E = -1 si w EF’ et +l sinon, ou 
bien Tw = y12. 
I. w appartient a F’. La preuve s’etablit par recurrence sur 1 w I. 
La proposition est vraie pour 1 w 1 = 4 car w est alors necessairement de 
la forme y,y,y;‘y;‘. Soit done w, I w I > 4, posons 
w = Y1u,Y;lu, u,, U2E Y* ylE Y. 
(a) U, $F’. Alors il existe une lettre ya telle que U, = Vly,Vl’ et 
U, = V2y;‘V2’ avec V, , Va , V,‘, V,’ E Y* et w = ylVlyzV~y;lVay,lV;. 
Par la transformation yr -+ y1 V;’ on passe a ylyzVl’V,y;lVay;lVa’ , puis 
par yz -f yaVa on passe i?i ylyaVaVl’Vly;ly;lVa’ par ya -+ Va’y, a 
Yl~a’Ya~a~l’~lY, Y2 -i -l, et par yrV~-’ a yly2V2Vl’V,V2’y~1y;1, qui est 
bien de la forme d&i&e. 
(b) U, E F’. Appliquons l’hypothese de recurrence B U,: il existe une 
transformation reguliere T attachee B U, (done B w), les lettres ya, ya, le mot V, 
tels que TU, =~~yaV~yi~y;~ done Tw ==yly2y8VIy;1y;1y1Uz. Par la 
transformation ya -+ y;‘y, on passe de Tw 5 y1yzy;1y3Vly;1y;1Uz et on est 
ramerie au cas (a). 
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II. w n’appartient pas a F’. 
Puisque ) w 1 > 2 il existe une lettre yi et les mots wiwsws tels que 
\ -1 w = w,y,w,y,w, par la transformation yi +yiw;l on passe a wryiws wsyr 
\ 
Par Yl - @Yl a Yl% -iw,w;lyi . Posons wQ1wzw;i = U et supposons U # 1 
sinon la proposition est trivialement demontree. U est un mot quadratique 
et deux cas sont a considerer: 
(a) U EF’. Alors d’apres 1 il existe une transformation T attach&e a 
U, les lettres ya , ys le mot V tels que TU = yzy3Vy;‘y;’ done TylUy, = 
Y1YzY3~Y/;'Y;'Y1 . 
Par la transformation ys -+ y;‘ys on passe a y2ysVy,‘yly;lyl , par 
y3 +yiy3 h y2yl~3~~;1~1y;1, par YI +y1Y3 a y2y1~~y3~yPy1, par y2 - 
y2y? a y2y3y3'yly?yl, par yZ+yly2 g yly2y3y3vy1y;17 vi a bien la 
forme voulue. 
(b) U $ F’. Alors il existe une transformation T, la lettre y2 et le 
mot V tels que TU = y2Vy2 done TyIUyl = yly2Vy2y1. Par la trans- 
formation y1 -+ yly;l on passe a y1 Vy2y1yT1, par yl ---f yr V-l a yly2yl V-‘y;‘, 
par y2 + Y~Y? g Y~Y~~Y~Y~ q ui est bien de la forme dCsirCe. 
PROPOSITION 3. Si w est quadratique et / w 1 > 2, alors il existe une 
transformation rt!guh’tre T attachke h w et une transformation sing&&e 
klkmentaire S attachbe 6 Tw telles que ou bien p(STw) = p(w) + 2 ou bien 
1 TwI =2. 
Appliquons le Lemme 4. 
I. I1 existe une transformation reguliere T attachee a w telle que Tw soit 
de la forme yla, y1 E Y. Alors on a tvidemment 1 Tw 1 = 2. 
II. 11 existe une transformation reguliere T attach&e a w telle que 
Tw = w’ soit de la forme yly2UylCy;1 avec y1 , y2 E Y et U E Y*. 
(a) Supposons U # 1. On pose U = z1Vx2 avec z1 , x2 E Y, V E Y*. 
Dans &,,, on a les arcs z;’ - y2 - yl’ - y;l - y;’ - z,; appliquons & w’ la 
transformation S: y:’ - 1. Soit w’ = y2Uy;1 le mot obtenu en envoyant yr 
sur le mot vide, dans .&w on a les arcs 
zyl - y2 - z2 y13, r;l3, et Y,l3 
par suite I .Z,- / = I Z,, I + 3 et comme I WI 1 = I w’ 1 - 2, I = 
I + 2. On acheve en appliquant le Lemme 2 a w”. 
(b) U = 1 la demonstration est pratiquement la m&me: dans ZW, 
on a le cycle 
Y2 - Yl' -y;l -Yy;' -y2. 
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Soit w” = ysy;’ le mot obtenu en envoyant yz’ sur le mot vide, dans ZW, on 
a les boucles 
y2 3 Y,l3 Y,3 Y13 
et par suite 1 Z=,n ( = / E,, / + 3. Par ailleurs 1 wn / = 1 w’ 1 = ( w’ 1 - 2 
done I = I + 2. On acheve encore en appliquant le Lemme 2 a w”. 
LEMME 5. Soit w un t%ment de F alors p(w) = SUPS,T p(STw) - 1 03 T 
est une transformation r&A2re attache’e ir w et S une transformation LlLmentaire 
singulit%e attachke 2 Tw. 
Toute transformation Tl attachee a w et solution de w, c’est a dire telle que 
T,w = 1, est de la forme Tl = T’ST, oti 
T est une transformation reguliere attach&e a w 
S est une transformation singuliere Clementaire attachee ?J Tw 
T’ est une transformation attachee a STw. 
en effet: si Tl Ctait reguliere alors T,w = 1 impliquerait w = 1. Done Tl 
est necessairement de la forme indiquke. 
Supposons que S soit la transformation xi -+ 1, xi E X. Alors xi n’a 
aucune occurrence dans STw et comme T’ est attachee a STw, T’S = ST’. 
Par ailleurs comme T est reguliere TF = F; done T,F = T’STF = 
T’SF = ST%. 
Si T% est un sous groupe de rang k de F, ST% est de rang k - 1, T est une 
solution de STw done 
p(w) 3 p(STw) - 1. 
4. PREUVE DU THI?OR~ME ET COROLLAIRE 
Rappelons que nous voulons Ctablir que pour tout Clement w de F 
quadratique p(w) = (p(w) - 1) + 2. Nous raisonnons par recurrence 
sur 1 w /. 
I. VCrifions d’abord que la formule est exacte lorsque w est soit de la 
forme yryay;‘y;r soit de la forme yr2 avec yr , y2 E Y. Soit n le rang de F. 
Si w = ylyzy;ly;l alors on trouve 1 ,Z, / = 2n - 3 et 1 w 1 = 4 done 
(p(w) - 1) + 2 = n - 1; on retrouve en faisant n = 2 un resultat connu 
(voir par exemple [4]). 
Si w = yr2 il est clair que p(w) = n - 1 puisque F est saris torsion. Or 
1 .ZW / = 2n - 2, ( w I = 2 et on trouve bien (p(w) - 1) + = n - 1. 
II. Soit maintenant T une transformation reguliere attach&e a w 
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quelconque et S une transformation singuliere ClCmentaire attachee a Tw 
quelconque. Posons Tw = w’. Comme / Tw 1 < j w 1 et 1 SW’ [ < 1 w’ /, 
j SW’ / < / w 1 et l’on peut appliquer a SW’ l’hypothese de recurrence: 
p(Se0’) = (~(SW’) - I) + 2. D’apres la Proposition 2 ~(SW’) = I + ?I, 
77 E (0, 1,2} et d’apres la Proposition 1 I = p(w). Par suite p(Sw’) = 
(p(w) + 7 - 1) + 2, done ,u(Sw’) < (p(w) - 1) + 2 + 1. 
III. D’aprb la Proposition 3 il existe une transformation Tl reguliere 
attachee a w et S, singuliere Clementaire attach&e a T,w telles que: 
ou bien 1 T,w 1 = 2; dans ce cas le Theo&me est vrai pour w d’apres la 
Proposition 1 et le depart de la recurrence, 
ou bien ,(S,T,w) = p(w) + 2; alors puisque / S,T,w [ < / w I, en appliquant 
l’hypothbse de recurrence on a: 
p(SITlw) = (&31Tlw) - 1) t 2 = (p(w) - 1) f 2 + 1. 
IV. Nous pouvons maintenant conclure: si nous appliquons le Lemme 3 
nous trouvons d’apres II que sups,rp(STw) < (p(w) - 1) + 2 + 1 et 
d’apres III que ~up,,~p(STw) = (p(w) - 1) f 2 + 1 done que p(w) = 
~up~,~(STw) - 1 = (/L(W) - I) f 2. 
COROLLAIRE. Si w est quadratique et appartient au commutateur de F alors 
p(w) - 1 est pair. 
Raisonnons par recurrence sur / w /. Si w est de la forme ~~y~y;‘y;~ nous 
avons vu que p(w) - 1 = 2n - 2. Soit maintenant w, 1 w / > 4. D’apres 
la Proposition 3 il existe une transformation reguliere T attachee a Tw telle 
que p(STw) = p(w) + 2. En appliquant l’hypothbe de recurrence a STw 
on trouve que p(STw) - 1 est pair, done p(w) - 1 = p(STw) - 1 + 2 
I’est aussi. 
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